DM JANVIER (REF-1) de MATHEMATIQUES (TERM)
Objectif: préparer le DS7 (rentrée)

Nom et prénom:

Conseil: commencer a travailler 10 jours seulement avant la rentrée.
Lire les fiches du livre pages 474 et suivantes correspondant a chacun des
exercices et les imprimer ou les recopier pour les conserver

Exercicel(10pts)
Dans un cube ABCDEFGH on a placé le milieu I du segment [AE] et le centre J
de la face CDHG.

On a construit les points M et N tels que (dessin & main levée):

Bt = 1FH ot A7 = 170

— 3

On construit enfin le point K milieu du segment [M N]
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On se place dans le repere (A; /@; /ﬁ; /@)

(a) Apres avoir déterminé les coordonnées de I et J, donner une représentation
paramétrique de la droite (1.J).

1
. 1 1.1. 1) q'on IJ 2

Solution: [ (():0; 5) et J (5; 1; 5) d’ou 1. 1

0

(IJ) est la droite passant par I et de vecteur directeur ﬁ donc une

représentation paramétrique de (1J) est :
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Nom et prénom:

ZL':O—F%'L'O ZE:%tO
(IJ): R y=0+t, < {J):{ y=to
z=%+0t0 z=1

(b) Déterminer les coordonnées de M et N et en déduire les coordonnées de K.

Solution:
° /W/[ = zﬁ + E—M> = 1@ + %ﬁ En utilisant CHASLES puis la défi-
nition de M

Doncm .ﬁ—l—lzﬁcarﬁ:ﬁ.

On en déduit que M (0, = )

= 1A—C>” % (E + lﬁ) en utilisant la définition de N puis

CHAS LES.
Donc AN = 11@ (EqL/@) = %EqL %1@ d’'ou N (% O)
1 141
’;+O. 3+3;0‘;’1) el

e K étant le milieu du segment [MN], K < 5

K (553)

COM—‘

(c) Montrer que I.J et K sont alignés.

Solution: Cela revient a montrer qu’il existe une valeur ¢y de la représen-
tation paramétrique de la droite (IJ) qui fournisse les coordonnées du

point K.
@ {

Pour ty, = % on atteint le point K qui appartient donc & la droite (1.J).

BN |0 | =0y =
1l
Mng M(lf
o

@tozé

~~ o+

S o
I

W=l ol

Exercice2(10pts)
Soit le cube ABCDEFGH de coté 1. K est le milieu du segment [FH]| et L est

le point tel que ﬁ = ;Cﬁ)
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H
G
K
E
F
L
D
/ o
A
B

(a) Déterminer I'intersection des plans (EKL) et (ABC). (On pourra la tracer
sur la figure ci-dessus ou 'expliciter par écrit.)

Solution:

L’intersection est la droite (AC);
H

(b) Démontrer que Al = %ﬁ + %E + ;ZE
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Nom et prénom:

Solution:
En utilisant la relation de CHASLES:

ﬁ:ﬁ+ﬁ:ﬁ+ﬁ+§c@:ﬁ+ﬁ+§(@+ﬁ+ﬁ)
:,@JFEJF;(—@—EJFE) = A_B>+,ﬁ—§/ﬁ)—§ﬁ+§ﬁ:
B+ 1

(¢) On travaille désormais dans le repere (A, /@, E, ﬁ)

Déduire les coordonnées du point L dans ce repere.

Solution:

i 1 P A
AL = gﬁ + gzﬁ * gzﬁ donc L(3; 33 %)

(d) Donner sans justification les coordonnées des points C, E et K.

Solution: C(1,1,0), £(0,0,1) et K(%, %, 1)

(e) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (C'E).

Solution:

La droite (CE) est la droite passant par C(1;1;0) et
Ty — X —1

de vecteur directeur @ Ye — Yo | soit ﬁ —1
ZE — 20 1

Une représentation paramétrique de la droite (CE) est:

r=1-—1
y=1-1¢
% =it

(f) Démontrer que la droite (AK) a pour représentation paramétrique

T=35
y=s (avec s € R) .
z=2s
Solution:
La droite (AK) est la droite passant par A(0;0;0) et K (3,3, 1)
1
TR —TA 3
de vecteur directeur @ Yk — YA soit @ % .
ZK — ZA il
Une représentation paramétrique de la droite (AK) est:
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Nom et prénom:

(g) Vérifier que les droites (AK) et (CE) sont sécantes et déterminer les coor-
données de leur point d’intersection.
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x = %1"
y=3r
Gr—=T
Soit en posant comme nouveau parametre s = %r:
T=35
y=-s (avec s € R) .
z=12s
Remarque: on peut aussi montrer que les points A et K appartiennent
rT=s
la droite (d) de représentation paramétrique { y = s (avec s € R) :
z=2s
0=s
eAc(d) & 0=s (avec s € R) < s =0, le systéme est bien
0=2s
compatible.
1/2=gs
e Ke(de( 1/2=5 (avec s € R) < s =1 le systéme est bien
1 =28
compatible.

Solution:
Un point M(x;y;z) appartient aux droites (AK) et (C'E) si et seulement
siil existe t € R et s € R tels que:

z=1 Z=r r=t r=t
(Le systéme est compatible)
2
On a alors pour s =1 = 3
2
1 1 1
r=zr =X — =3
le—t:1_§:% 2 2 % 3
yzl_t:1_§:§ et y:%r:%xgzé
z=12 5
Zz = —
3

Les droites (AK) et (C'E) sont donc sécantes et les coordonnées de leur
point d’intersection sont (%, %; %)

Que peut-on conclure pour le point L ?

Solution:
D’apres ce qui précede et la question 3), L est le point d’intersection des

(2 pts)
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Nom et prénom:

droites (AK) et (CE).
(i) Le triangle K LE est-il isocele en L ?

Solution:
L(35:3), K(3,3,1) et E(0;0;1)
LE=/(0-32+(0-32+(1-2)2=%
LK = /(- 12+ (G -22+0-22=4
Le triangle K LE n’est pas isocele en L

Exercice3(2pts)

Variation de la composée de deux fonctions.

On considere deux fonctions continues g et u dont les tableaux de variations sont
donnés ci-apres:

—11 -5 3 9 400
Variations 1 1
de u \ /
-8
T —8 -1 6 11
-3
Variations / \
—4
de g \
) -9

(a) Calculer g o u(—11), gou(=5), gou(3), gou(9) et lim gou(x).

T—>—+00

Solution:

gou(=5)=g(-1) = =3,
gou(d) =g(-8) =5,
gou(9) =g(-1) = -3

DS TERM 2025
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Nom et prénom:

et lim gowu(z)=g(1l) = -9.

T——+00

Dresser le tableau de variation COMPLET de la fonction g o u. Justifier.

Solution:

Détaillons le comportement de la fonction g o u sur les intervalles suiv-
ants:

e Sur [—11; —5]

Si z € [—11; —5] alors u(z) € [—1; 6]

La fonction u est décroissante sur [—11; —5] et la fonction g est décrois-
sante sur [—1;6]. La fonction g o u est donc croissante sur [—11; —5].

o [—5;3]

Si x € [—5; 3] alors u(x) € [—8; —1]

La fonction u est décroissante sur [—5; 3] et la fonction g est croissante
sur [—8; —1]. La fonction g o u est donc décroissante sur [—5; 3.

* [3;9]

Si z € [3;9] alors u(z) € [-8; —1]

La fonction u est croissante sur [3;9] et la fonction g est croissante sur
[—8; —1]. La fonction g o u est donc croissante sur [3;9].

e [9;+o0]

Six € [9;+oo] alors u(x) € [—1;11]

La fonction u est croissante sur [9; +o0[ et la fonction g est décroissante
sur [—1;11[. La fonction g o u est donc décroissante sur [9; +ool.

D’ot le tableau de variation de g o u:

T —11 -5 3 9 +00

-3 -3
Variationg
de f
—4 -5 -9

Exercice4(24pts)
Evolution d’une population: récurrence et inégalités
On s’intéresse & une population de tortues vivant sur une fle.
PARTIE A
Au début de I'année 2000 on comptait dans cette population 400 individus.
Une étude a permis de modéliser la population de tortues par la suite (u,)
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définie

ar Uy = 0.4
P Upt1 = 0.8uy, (1 — uy)

ou pour tout entier n, u, modélise le nombre d’individus de la population de
tortues , en milliers au début de 'année 2000+n.

(a) D

éterminer le nombre d’individus de la population de tortues en 2001.

Solution: u; =0.8 x 0.4 x (1 —0.4) =0.192
On a donc 192 individus en 2011.

(b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, € [0;1]

Solution: Soit pour un entier naturel n, la proposition P,: 0 < u, <1

Initialisation

up = 0.4 € [0;1]

Donc P; est vraie.

Hérédité

On suppose P,, vraie pour un n donné.

OnalO<u, <1
=08x0<08xwu,<<08x1
(en multipliant par 0.8 les trois membres de I'inégalité).

=0<08xu, <08

=0x(1—u,) <08xu, x(1—u,) <0.8x(1—u,)

(En multipliant les trois membres de 'inégalité par (1 — u,,) qui est posi-
tifcar: 0 <wu, <1=0x(=1) >u, x(—=1)=>1x(-1)

=0>—u, > —1

=14+0>21—-u,>1-1

=1>21—wu, >0

~ (1 uy) € 0:1)).

=0<08xu,x(1—u, <0.8
(car (1 —u,) <1=0.8x (1 —wu,) <0.8).

Soit finalement 0 < u,; < 0.8 <1

Donc P4 est vraie.

Conclusion

D’apres le principe de récurrence, P, cst vraic pour tout cntier naturcl
n.

(¢) Montrer alors que pour tout entier naturel n,

0
(I

DS TERM

< Ung1 < 0.8uy,
ndication: aucune récurrence n’est nécéssaire)
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Solution:

Par définition u,+; = 0.8u, (1 —u,). D’apres la question précédente,
(1—u,) €[0;1] soit 01 —u, <1

donc 0 < 0.8u, (1 —u,) < 0.8u, en multipliant chaque membre de
I'inégalité par 0.8u,,

(d) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, (2 pts)
0< u, <0.4x0.8"

Solution: Soit P, la proposition 0 < u,, < 0.4 x 0.8™.

Initialisation

o= 0.4 et 0.8° =1 donc 0 < up < 0.4 x 0.8°
Hérédité

On suppose P, vraie pour un entier naturel n donné.
On a alors

0<u, <04x0.8"
= 0.8x% (1 —u,) x0<0.8% (1 —u,) Xu, <08x(1—u,)x04x0.8"
(En multipliant les membres de I'inégalité par 0.8 x (1 — u,))

Soit 0 < Upy1 < (1 —u,) x 0.4 x 0.8

Comme (1 —u,) <1,ona (1 —u,) x 0.4 x 0.8"" < 0.4 x 0.8""
D’o11 0 < Upy1 < 0.4 x 0.8,

Donc P4 est vraie.

Conclusion

D’apres le principe de récurrence, P, est vraie pour tout entier naturel

n.
(e) En déduire la limite de u,. Conclure sur ’évolution de la population de (2 pts)

tortues.
Solution: 0 < u, <04 x 0.8" et lirf 0.8"=0car 0 <08 < 1.
n—-+oo
D’apres le théoreme des gendarmes lim w,, = 0.
n——+00

Cette espece est donc menacée.

(f) Recopier et compléter le programme python ci-dessous (2 pts)

pour répondre au probleme suivant:

La population de tortues sera considérée comme en voie de disparition si le
nombre d’individus descend en dessous du seuil critique de 22.

On souhaite que le programme python affiche année a partir de laquelle
I’espéce sera considérée comme en voie de disparition.
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u=0.4

n=0

while (...)
n =
7=

print(...)

Solution:

u=0.4

n=0

while (u * 1000 > 22):
n=n+1
u=0.8%xux(l—u)

print(2000+n)

PARTIE B

Au début de 'année 2008 il ne reste plus que 22 individus dans la population de
tortues.

Une action de repeuplement est décidé et on constate que la nouvelle modélisation
de I’évolution de la population de tortues est donnée par la suite (v,,) définie par :

vs = 0.022
Un+1 = 1.04v, (1 — vy,)

(a) Calculer vg arrondi au milliéme. (2 pts)

Solution: vg ~ 0.022

(b) Soit f la fonction définie par f: z +— 1.04z(1 — x). (2 pts)

1
Montrer que la fonction f est croissante sur 'intervalle [0; 5] .

Solution:

f est une fonction polynéme de degré 2 donc dérivable sur R:
flz) = —1.042% + 1.042 = f'(z) = —2 x 1.04 x z + 1.04
Soit en factorisant par 1.04 : f'(z) = 1.04 x (—2z + 1)
Etude du signe de f”:

f” est du méme signe que la fonction affine z — —2z + 1.

1
2r4+120& -2r > -1 1< 3 (On change le sens de l'inégalité
car on a divisé par —2 < 0).
1

On en déduit le tableau de variation suivant sur [0; 5]:
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1
S'x : 2
igne
dof (x) +
1.04
Variations 4
de
f
0

1
f est donc croissante sur [0; 5] .

Remarque: on peut aussi trouver ce résultat par des considérations
graphiques. La courbe de f est une parabole. La forme factorisée per-

met de trouver immédiatement les racines 0 et 1 de f et d’en déduire les

1

coordonnées du sommet de la parabole (S, = 3).

(c) En utilisant la croissance de f,

montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < v,, <

N —

Solution: Rappel de cours:
Si f est croissante sur I, a € I et b € I alors a < b= f(a) < f(b) (On
dit aussi que f conserve le sens des inégalité).

n

1
Notons P, la proposition "0 < v, < 3 pour tout n entier naturel

supérieur ou égal a 8

Initialisation

1
vg = 0.022 donc 0 < 5 c’est a dire Py vraie.
Hérédité

Supposons P, vraie pour un entier naturel n donné supérieur ou égal a 8
On a alors

0<vn<

1 1
flo) < f <§> car f est croissante sur [0; 5]’

f(0) <
1.04
= 0< vp1 < R
1 04 1 1
Comme —— 5 na0< v, <= cest adire P, vraie.

[N

Conclusion
D’apres le principe de récurrence, P, est vraie pour tout entier naturel
n supérieur ou égal a 8.

(d) Toujours en utilisant la croissance de f,

DS TERM
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montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, v, < vp11.

Solution: Notons P, la proposition "v, < v,41" pour tout n entier na-
turel supérieur ou égal a 8.

Initialisation

vg = 0.022 et vg = 0.022 donc vg < vy c’est a dire P, vraie.

Hérédité

Supposons P,, vraie pour un entier naturel n donné supérieur ou égal a 8
On a donc v, < v,41 avec 0 < v, < % et 0 < vy < % et f est croissante
d’ou:

fvn) < f(vpy1) soit vy11 < Vypo Cest a dire Py, vraie.

Conclusion

D’apres le principe de récurrence, IP,, est vraie pour tout entier naturel
n supérieur ou égal a 8.

(e) Rappeler le théoreme du point fixe
En utilisant ce théoréme, montrer que la suite (v,) est convergente et que sa
limite L vérifie L = 1.04L(1 — L).

Solution:

Théoreme du point fixe:
Si une suite est définie par u,1 = f(u,) avec f fonction continue
dont on sait qu’elle converge vers L, alors L est solution de 1’équation

F(L) = L.

e La fonction f est bien continue sur R car ¢’est une fonction polynome.

. . . 1
e (v,,) est une suite croissante majorée par 5 donc d’apres le cours, cette

suite sera convergente vers une limite L.
D’apres le théoreme du point fixe, f(I) =1 soit L =1.04L(1 — L)

(f) La population de tortues est-elle encore en voie d’extinction?
Vers quelle valeur va se stabiliser le nombre d’individus?

Solution:
L=104L(1-1) & —1.04L?> +0.04L =0 & L(—1.04L+0.04) =0

0.04
L= L=—=0. ;
& 0 ou 104 0.0385

D’apres la question précédente, la suite (u,,) converge soit vers 0 soit vers
0.04

1.04°
noter que vg = 0.022 et que la suite (v,) est croissante. Donc sa limite

L vérifie L > 0.022. On en déduit que L ne peut étre nul et donc que
0.04
Cela veut dire que la population va se stabiliser autour de 39 individus:

Pour déterminer laquelle de ces deux limites est la bonne, on peut
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la population n’est plus en voie de disparition.

Exercice5(4pts)
On considere la fonction f définie sur R par:

flz) =32 — 2% — 352 — 10

(a) Calculer la dérivée de la fonction f et en déduire le tableau de variation
COMPLET de f.
On justifiera le signe de la dérivée.

Solution:

e La fonction f est polynomiale donc dérivable et:
fl@)=2x3a? -2 x2zx+-35

f'(z) = 22* — 15z + —35.

o f'(z) = g:vQ — 15z + —35 est une fonction polynomiale de degré 2
dont le discriminant est A = b% — 4ac = 15> —4 x 5 x —35 = 16,
19

et les racines z; = 15—1 et 7o = L.

e Comme on a g > 0, on une parabole orientée vers le haut qui coupe
axe des abscisse en 21 = & et z; = £, d’ott le tableau de variation de

f:

x —00 15—1 % “+00
Signe : ’
de f’(x) T 9 - 2 T
(%) 1o
Variations
de f
—00 F(5)
o Concernant les limites de f(z) = 223 — 2%+ —352—10 en 400 et —00
on remarque que xl_l)rf{><> 33— a2+ —352—10 = " (400)— (+00)+(+00) —
10” et lim 2% — 222 + —35z — 10 = ”(—00) — (+00) + (—00) — 10”

Tr—>—00
qui sont des Formes Indéterminées.
> =35

Pour lever I'indétermination on factorise:
Bp?4 3z —10=2*(2-2

5,3 o —10
fz) =52° — <6 :1;+x2 +?)
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On alors: _

lim f(z)= lim 23 §7§+;35 i = (400)*(24+040+0) =
zﬁHJPoo ’ _IHHJPoox 6 T xQ ;r;3 o oe 6 o
400

t lim f(z)= lim 2 §—§+_—35+_—10 = (—o0) % (3+0+0+
¢ Eraa? Td i ast LB T z2 ) > 6

0) = —o0

(b) Calculer la dérivée seconde de f et étudier la convexité de la fonction f.

Solution:

f'(z) = 22% — 15z + =2 est dérivable sur R

et f(z) = [Bx? — 152 + =B8] = 8 x 22 — 15 = 5z — 15.
f'(z)>0<5zx—-15>0<z > 3.

On a donc le tableau de signe de f”:

T —00 3 +00
Signe 5
de £(x) - . T

La fonction f admet un point d’inflexion au point R(3; f(3)).
Elle est concave sur | — 0o; 3] et convexe sur [3; +00].

Exercice6(10pts)
Soit f la fonction définie sur R par

f(2) = (= 4z = 5)e%

(a) Calculer lim f(z) en indiquant clairement chaque théoreme utilisé.

T—+00
Solution:
o lim (—4z —5) = —oo (fonction affine)
r—r+00
e lim —3z=—ocet lim e® =0 donc par le théoréme de composition
T—>+00 a——0o0
des limites lim e™3* =0

T—+00
On a la forme indéterminée (+00) x 0.
Par théoreme de croissance comparée de la fonction exponentielle:
lim (—4x —5)e3* =0

T—r—+00

(b) Calculer de méme lim f(x) en indiquant clairement chaque théoréme util-

x> o0
isé.
Solution:
e lim (—4z —5) = +oo (fonction affine)
T——00
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e lim —3z=+occet lim e*= 400 donc par le théoreme de compo-
T——00 a——+00
sition des limites lim e 3% = 400
T——00
Finalement lim (—4z—5)e 3% = (+00)x (+00) = +00 par les théorémes
T—>—00
d’opération sur les limites

(c) Montrer que la dérivée de f est f'(z) = (122 + 11)e~3® puis en déduire son (2 pts)
tableau de variation COMPLET.

Solution:

fl@) = (—4z —5)e™™

o f est dérivable et on a f'(z) = [uv) = v'v + w/

avec u(zr) = —dr —5=u/(r) = —4d et v(r) =3 = v/(z) = — 373",
Don f'(x) = —4 x e + (— 4z — 5) x le™37)

f'(z) = (122 4+ 11)e3* en factorisant par e™3*.

e Comme e” > 0 pour tout a réel, le signe de f’ ne dépend que du signe
de la fonction affine g(x) = 12z + 11.

g(2) >0 120 +11 >0 2> =1L

x —00 _1—121 +00
Signe :
de F(x) - 9 T
400 0
Variationg
de f
5

(d) Montrer que la dérivée seconde de f est f”(x) = ( — 36z — 21)e™3* puis (2 pts)
montrer que la courbe de représentative de Cy admet un point d’inflexion.
On donnera la valeur exacte de I’abscisse de ce point d’inflexion.

Solution:

f(z) = (122 + 11)e 37,

f'(x)=[rs] =r's+rs avec

r(z) =12z + 11 = r'(z) =12 et s(z) =3 = §'(z) = —3e™3

F(@) = 12e73 4 (122 + 11) x le~37,

f"(z) = (— 36z — 21)e~32.

Comme e* > 0 pour tout a réel, le signe de f” ne dépend que du signe
de la fonction affine g(x) = — 36z — 21.

g(z) >0& —36z—21 >0« z < 7 d'ol le tableau de signe:
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x —00 1—27 +00
Signe :
de () - 9

La courbe représentative de la fonction f admet un point d’inflexion au

. ; . _ =T
point d’abscisse z = 3.

Indiquer 'intervalle ot la fonction est convexe et celui ou elle est concave.

Solution:
Dapres le tableau précédent:

T —00 1—27 +o00
Signe .
de (%) T 9

la fonction f est:
e CONVEXE sur | — oo; 771,
e CONCAVE sur [7]; 400|.

On peut vérifier sur un graphique avec la calculatrice mais en réglant
correctement 1’échelle.

Exercice7(14pts)

On consideére la fonction définie par : f(z)

B —4x
B2 -5

(a) Donner le domaine de définition Dy de la fonction f.

Solution: f est une fonction rationnelle.
Elle est calculable si et seulement si

)
5&:2—57&O<:>x27£g@xQ#I@x#—letaz;&1
Dol Dy =]—o00; —1[U]-1;1[U]1;400] = R\ {-1;1}.

(b) Justifier la dérivabilité de f sur Dy et calculer f/(x)

Solution:

f est un quotient de polyndmes défini sur Dy donc dérivable sur Dy,

w\’ wv—u
f’(l“):(— =z

avec u(z) = —4z = v/(z) = —4
et v(z) =522 — 5 = v'(z) = 10z

—4 x (5z* — 5) — (—4z x 10x)
(522 — 5)2

Dott f'(z) =
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yoo 2022 420
o) = G —sp

Calculer lim f(z)et lim f(z)

T—+00 T——
. 4 4 1 —4
Solution: f(z) = ke 5= X 5
TP T
1 —4 —4
lim —=0et lim = — donc lim f(z)=0.
T—+00 T T—+00 5] 5 T—+00
S-—
5
De méme on a lim f(z)=0.

T——0o0

(d) Calculer il_)Hi Tim), il_)ni Fm), xli>H—l1 f(z) et xl—i>r£l1 f(2)

>1 <1 r>—1 r<—1
Solution:
On a liI% 522—5=5(1)2=5=0¢et lim1 52> —5 = 5(—1)2—5 = 0: d’apres
z— T—>—

l
les théorémes d’opérations sur les limites du type 0’ celles-ci dépendent

du fait que le dénominateur soit positif ou négatif.

Avant de calculer ces limites, on a besoin de connaitre le signe de 5% — 5.
La fonction g : @ — 522 — 5 est polyndmiale de degré 2 et de racines —1
et 1, dont la parabole représentative est orientée vers le haut (5 > 0) et
dont le sommet a pour abscisse z = 0 d’ou le tableau de signes:

T —00 —1 1 +o00
Jane + 0 - 0+
de g(x)
On a donc: ix1
oglﬁ;rqf(x): o =
x>1 4 1
) —4 x
o glggr%f(x) =~ = +00
x<l
, —4 x (—1)
* Jim, o) = I < o
x>—1
. _=4Ax(=1)
o JS?%f($)—f ———Iﬁj___‘f'+00

(e) Dresser le tableau de variation complet de la fonction f.
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Solution: On commence par déterminer le signe de f:
2022 +20 > 0 et (522 — 5)? > 0 donc f'(x) = 0 sur Dy.
On a donc le tableau de variation suivant:
x —00 —1 il +oo
Signe n n n
de f'(x)
400 400 0
Variationg
de f
0 —00 —00
Exercice8(4pts)

Divergence d’une suite.
On considére la suite définie par u,, = n? — 16n + 2964.

(a) Montrer que lim wu(n) = 400
n—-+oo

Solution: 6 2964 16 2964
Up=n2x1+n2x — +n?x =n2(1+—+
n n? n n?
—16 2964

lim (14+—+4+—-)="14+0+0"=1et lim n®=+oo.
n—r+00 n n n—+o00
D’apres les théoremes d’opérations sur les limites:

liIJIrl U, =" + 00" X 1=40c0.
n——+oo

Déterminer par le calcul le rang a partir duquel u,, > 3000

Solution:
Méthode 1, la plus facile
On utilise une table de valeurs sur la calculatrice et on trouve que
u, > 3000 a partir de ng = 19.
Méthode2: la plus intelligente...
U, > 3000 < u, = n? — 16n + 2964 > 3000 < n? — 16n — 36 > 0.
Le probleme revient donc a étudier le signe du polynéme du second degré
P(z) = 2* — 16z — 36.
Son discriminant est A = (—16)? +4 x 1 x 36 = 400, et ses racines sont
_ —(~16) — v/400 _ 8 et —(=16) +v/400 _ 8.
2x1 2x1
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les termes de la suite (u,) sont strictement supérieurs a 3000.

n étant un entier naturel, donc positif, on en déduit qu’a partir de ng = 19

Exercice9(4pts)
Convergence d’une suite.
3n
On considere la suite définie par u, =
P = S+ 8
(a) Montrer lim wu, = —
n—+4oo 5
Solution:
. ) 3n . nx3
lim w, = lim = lim ——F———
n—+oo n—+oo Hn + 8 n—+oo n, X (5 + E)

= hm 8:7:

(b) Montrer qu’un rang & partir duquel tous les termes de la suite u,

3
appartiennenta l'intervalle ]g —0.01; 5 + 0.01] est ng = 95

Solution: 5 5
Etudions I'inégalité £ — 001 <u, < =400l

woit 4 5001 <un
U, < 240.01

On a donc deux inégalités a vérifier.

3
.2 _am
5Y0)

5 +8 5
< 3n > (5 —0.01)(5n + 8)

3
oun>g—0.01<:>

< 3n > <§0.01> on + (§+0.01> X 8
3 3

& 5 x0.01n>8 (% + 0.01>

3
8(= —0.01
( - 0.01)

5% 0.0L
8(2 —0.01)

5
> -2 ~944
< n > 95 car 5 % 001 9

=n >
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°o U, < % + 0.01

3n 3 3
& <-+00l&3n<|<-+0.01)x(5n+38
Bn+8 5" " (5+ > (5n +8)
... en reprenant les calculs précédents.
3
8(= +0.01)
en>—9 (On inverse I'inégalité car on divise par un nombre
-5 x 0.01
négatif).
3
8(= +0.01)
T W < 0 donc cette inégalité est toujours vérifiée car n > 0

et n’apporte donc aucune information supplémentaire sur 7.

On conclut que les termes de la suite u,, appartiennent a

3 3
I'intervalle |- — 0.01; 5 + 0.01] & partir du rang ny = 95
B

Exercicel0(20pts)
La loi de refroidissement de Newton stipule que le taux d’évolution de la tem-
pérature d’'un corps est proportionnel a la différence entre la température de ce
corps et celle du milieu environnant.

Une tasse de café est servie a une température initiale de 83 °C dans un milieu
dont la température, exprimée en degré Celsius, supposée constante, est notée
M.

Le but de cet exercice est d’étudier le refroidissement du café en appliquant la loi
de Newton qui modéliser avec une suite.

Pour tout entier naturel n, on note 7, la température du café a 'instant n, avec
T, exprimé en degré Celsius et n en minute. On a ainsi Ty = 83.

On modélise la loi de Newton entre deux minutes consécutives quelconques n et
n + 1 par I'égalité:

Toi1— T, =k(T,— M)
ou k est une constante réelle qui dépend entre autres du type de matériaux qui

constituent la tasse.
Dans la suite, on choisit M =21 et £k = —0.3
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Ainsi, pour tout entier naturel n, on a : 7,11 — T,, = —0.3 (T}, — 21).

(a) Montrer que T} = 64.4 et interpréter le résultat.

Solution:

OnaTyy —T,=k(T,— M), soit T,,; — T, = —0.3(T,, — 21).

On en déduit Ty — To = —0.3 (Tp — 21), soit T} — 83 = —0.3 (83 — 21),
d’'ou T3 =83 — 0.3 x (83 —21) = 64.4.

Au bout d’une minute, la température du café est descendu a 64.4 ° Cel-
sius.

(b) Montrer que pour tout entier naturel n : T, = 0.7T,, + 6.3

(c)
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Solution:

Pour tout n € N,

Thi1— T, =-03(T, —21)

& T =T,—-03(T,—21)

& Th1=01-03)T,+03x21
< T =077, +6.3.

On pose, pour tout entier naturel n: wu, =T, — 21.

Montrer que (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le

premier terme.

Solution:
Pour tout n,

14.7
Unp1 = Ty —21 = (0.7, + 6.3) =21 = 0.77,, —14.7 = 0.7 <Tn - —)

0.7
Soit u, = 0.7 (T, — 21) = 0.7u,
donc u, 1 = 0.7u,.
La suite (u,) est donc géométrique, de raison ¢ = 0.7
et de premier terme ug = Ty — 21 = 83 — 21 = 62.

En déduire une expression du terme 7,, en fonction n.

Solution:

D’apres le cours, pour tout entier n, u, = ugq™ = 62 x 0.7"
donc, comme u, =T, — 21 < T, = u, + 21,

on a donc 7,, = 62 x 0.7" 4 21.

Déterminer la limite de la suite (75,) et interpréter le résultat.

Solution: —1 < 0.7< 1donc lim 0.7"=0et lim 62x0.7" =0 d’ou

n—+oo n—+oo
lim 7, = 21.
n——+o0o
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Dans le temps, la température du café va se rapprocher de celle du milieu,
ce qui est conforme & 'intuition.

(f) D’apres le contexte (température dans une tasse de café), (4 pts)
peut-on conjecturer le sens de variations de la suite? Démontrer ce résultat
a partir de l'expression de T,, trouvée précédemment. (7,,) ?

Solution:

Suivant l'intuition, la temperature dans la tasse va baisser.
On doit donc montrer que la suite (75,) est décroissante.
Méthode 1

Pour tout entier n, étudions le signe de 7T},41 — T};:

Thir — T, = (62 x 0.7"T1 +21) — (62 x 0.7" + 21)

=62 x (0.7"1 —0.7")

Soit Tp1 — T, = 62 x (0.7" x 0.7 — 0.7" x 1) =62 x 0.7" x (0.7 — 1)
=62 x 0.7" x (—0.3)

On en déduit que 1,1 — T}, est négatif pour tout entier n.
Donc la suite (T,) est décroissante.

Méthode 2
On peut montrer par récurrence que la proposition P, : T4 < T, est
vraie Vn € N

(g) On considere I'algorithme sous Python suivant :
T=83
n=0
while(T>=23):
T=0.7*T + 6.3
n=n+1
i. Quelle valeur numérique contient la variable n a la fin de 'exécution de (2 pts)
I’algorithme?
(on pourra par exemple utiliser une table de valeurs sur la calculatrice).

Solution:

Cet algorithme détermine la premiere valeur ng pour laquelle si
n > ng alors T, < 23

En saisissant la suite 7T, sur la calculatrice, on obtient les valeurs
suivantes

Ty = 23.501923633999999628
Tho = 22.75134654379999969
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Dong, a la fin de 'algorithme, n vaut donc 10.

ii. Interpréter cette valeur dans le contexte de l'exercice. (2 pts)

Solution: Cela signifie que la température du café dans la tasse
passera sous le seuil de 23 °Celsius apres 10 minutes.
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